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L’any 2012 jo era director del Centre de Recerca Matematica (CRM),
un centre CERCA ubicat a la Facultat de Ciencies de la Universi-
tat Autonoma de Barcelona (UAB). Un dia varem rebre un correu
electronic I’ACCIO, I'agencia del Departament d’Inddstria que pro-
mou el contacte de les empreses amb 1’academia. Buscaven qui s’in-
teressés per una sollicitud de contacte que havia fet una empresa de
Breda, Hohner Automaticos, SL. Aquesta empresa es dedica a la fa-
bricacié de codificadors (o encoders) optics, i és la més important de
I’Estat espanyol en el sector. Jo en aquell temps no tenia ni idea de que
era un codificador optic.

Des de fa un temps m’he interessat en el que ara en diuen ma-
tematica industrial (MI). Crec que una definici6 acceptada per tothom
seria que la matematica industrial s’ocupa dels problemes amb contin-
gut matematic que sén d’interes industrial immediat, plantejats per
necessitats de produccid, i entenent el terme industria i el terme pro-
duccio en un sentit ampli. El matis que el diferencia del terme trans-
feréncia és que la matematica industrial comporta, en general, fer
recerca, crear models matematics nous i desenvolupar-los. Quan era
director del Departament de Matematiques de la UAB, vaig fundar
i dirigir el Servei de Consultoria Matematica, engrescant-hi el profes-
sorat que podia, i, de fet, varem tocar uns quants problemes forca
interessants. I un dels grups de recerca que durant la meva gestié es



va constituir al CRM fou precisament el de Matematica Industrial,
que avui en dia té molta empenta. En definitiva, d’'uns anys enca he
intentat acostar-me a aquest mén de la transferencia i la matematica
industrial, tot mantenint al mateix temps l'activitat en la meva area
d’especialitzacio. Per aixo, i pensant també que al CRM, un centre fins
llavors vist com a impermeable a les aplicacions, li aniria bé de cara
a futures avaluacions, vaig pensar que valia la pena aprofitar ’ocasié
i respondre a la crida.

Vaig comunicar la disposicié del CRM a participar en una entre-
vista, a I’empresa mateixa, al cap de quinze dies. Durant aquests dies,
vaig fracassar en l'intent d’engrescar cap investigador del CRM, aixi
que m’hi vaig presentar jo mateix. Recordo que en arribar-hi vaig
endur-me una sorpresa, ja que els d’ACCIO havien convocat també,
simultaniament, una consultora privada que havia respost a la crida.
L’enginyer en cap de 'empresa va explicar a la seva manera la pro-
blematica que tenien. No en podia precisar el marc cientific, pero jo
vaig olorar de seguida de que anava la cosa. Com que era una mica
violent expressar-se davant de possibles competidors, recordo que vaig
dir que analitzaria el problema i al cap d'uns dies els diria si podia
ser d’ajut. La consultora va enviar un dossier, que jo no vaig veure; jo
simplement vaig trucar a I’enginyer i li vaig dir que el problema podia
tractar-se matematicament i que era interessant. Li vaig mencionar
tan sols una paraula clau: convolucio.

Al cap d’una setmana ’enginyer em va trucar per dir-me que ens
havia triat a nosaltres i em va citar per a una primera reunio a I’empre-
sa. Alla em vaig trobar que l'enginyer s’havia descarregat d’Internet
un munt d’entrades relacionades amb la convolucio, i ell, excitadissim
per la descoberta, ja comencava a entendre que aquest era el marc del
seu problema.

Aixi va comencar la petita historia que explico en aquest treball.
Es una historia que pot considerar-se d’exit, el punt final de la qual
ha estat una innovacié implementada reeixidament en la produccid
i una patent. Pero I’he triada com a tema per a la Seccié de Ciencies i
Tecnologia sobretot per fer evident, primer, que els cientifics que no
traiem sovint el cap fora de la universitat, que som la majoria, tenim



un potencial enorme que desconeixem i, segon, que tenim oportunitats
sense gaire esforg: per exemple, dins el Pla de Doctorats Industrials
de la Generalitat de Catalunya[l| Aquest és el perque del titol.

Fer matematica industrial és quelcom molt diferent de fer inves-
tigacio basica: les eines matematiques que cal utilitzar no sén sofisti-
cades (una excepcié en seria la matematica financera) i ’'objectiu no
és provar teoremes, cosa que sovint és molt més dificil. Pero és molt
més costos en temps: deixant de banda les visites a I’empresa, ’esforg
principal, també en temps, és entendre el llenguatge de l'empresa,
entendre el problema i trobar el marc matematic, el model adequat.
Quan aix0 s’ha aconseguit, en certa forma tot ja fa baixada. En el
cas que presentaré, vaig ser afortunat perque I'ambit matematic és
I’analisi de Fourier, una de les meves especialitats; com veureu, ’altre
ambit rellevant és 1’optica.

D’altra banda, dedicar-se a la matematica industrial dona menys
rendiment, academicament parlant. Les regles de joc que tenim pel que
fa a la progressié academica fan que no sigui gaire atractiu dedicar-
s’hi: és més facil i aporta més trams de recerca fer un més dels nostres
articles especialitzats. Tractar d’aquesta problematica no és I’'objectiu
d’aquest treball, pero.

La collaboracié amb ’empresa es va canalitzar a través d'un doc-
torat industrial. Part del contingut d’aquest treball es basa en els
resultats de la tesi [3] que vaig dirigir en el marc d’aquest pla.

1. QUE ES UN CODIFICADOR?

Un codificador és un tipus de sensor que mesura el posiciona-
ment, la velocitat i 'acceleracié d’un objecte determinat. Hohner Au-
tomaticos, SL es dedica a la fabricacié d’aquest tipus de sensor. En
concret, fabrica codificadors lineals i rotatius que operen amb sis-
temes Optics o magnetics; pero també produeix altres sensors, com
potenciometres o inclinometres. El codificador lineal fa mesures del
desplagament en una dimensio, com podria ser el moviment d'una ei-
na al llarg d’una recta, mentre que el codificador rotatiu mesura el

1 Agraeixo a ’amic Joan de Sola-Morales que m’hagi animat en aquesta tria.
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desplacament angular, com podria ser el gir d’'un motor. Aqui tracta-
rem amb codificadors rotatius, que poden ser absoluts o incrementals
(vegeu la figura . La major part d’aquesta presentacié tracta sobre
codificadors incrementals; tan sols en I'apartat final parlarem d’una
connexié interessant dels codificadors absoluts amb la teoria de codis.

F1Gura 1. Codificador.
FonT: Hohner Automaticos, SL, serie 10,
https://www. encoderhohner. com/product/serie-10.

Per explicar l'estructura basica dels codificadors incrementals,
abans hem de parlar d’un concepte previ, que és el de la resolucio,
que en aquest context significa la capacitat del codificador, quantifi-
cada per un nombre N, de discriminar /N posicions angulars en una
volta, és a dir, de mesurar canvis de posicio de fins a 2% radians. Un
codificador ha de ser capa¢ de dir en quina posicié angular es troba
I'eix, i la precisié d’aquesta mesura esta quantificada per V.

El codificador absolut codifica cada posicié angular en la qual es
troba leix. Es un sistema molt ttil per determinar en quina posicio
esta el motor en tot moment; per exemple, després d'una apagada
de llum. El sistema consisteix principalment en una fila de leds que
enfoquen un disc giratori, una mascara fixa i una fila de fotodiodes

receptors. Cada led illumina una pista circular diferent del disc, de

8



manera que la fila de leds il'lumina un radi en cada moment. Cada ra-
di té un seguit d’obertures opaques o transparents, i en cada moment
els leds llegeixen un codi diferent, el propi de cadascun dels N radis.
La mascara té un conjunt d’obertures per pista que fan d’analitza-
dores, cadascuna de les quals esta enfocada a un fotodiode diferent.
Si s’enfoca una obertura opaca, el respectiu fotodiode no rep llum
i s’obté un senyal digital 0. D’altra banda, si I'obertura és transpa-
rent, el fotodiode és illuminat i s’obté un senyal 1. La combinaci6 de
bits per pista ha de ser tal que codifiqui i discrimini cadascuna de les
N posicions angulars. Generalment s’utilitzen dos tipus de codifica-
cions: la binaria i el codi Gray. La configuracié binaria relaciona cada
increment de posicié amb el seglient nombre binari; en canvi, el codi
Gray és un algorisme dissenyat de tal manera que a cada increment
de posici6 introdueix un canvi en només un dels bits. A la figura
es pot veure el codificador absolut esquematitzat. El problema que
presenten els codificadors absoluts és que la resolucié maxima que po-
den mesurar és bastant limitada, ja que depen del nombre de pistes
que es poden imprimir radialment. Es a dir, si el disc té k pistes, el
codificador podra mesurar N = 2* posicions.

Rotor plate Photo transistor

yod ,»,'l
Annnnnanne % Ty »
= 2 Absolute Position
';: Gray Code
-
1 &N
NV 2 {87

(Resolution 8bit type/pure binary code)

Light emission diode Fixed slit

Absolute Position
Binary

FiGurA 2. Esquema d’un codificador absolut i de
les configuracions de codificacié binaria i de Gray.
FoNT: Monolithic Power Systems,
https://www.monolithicpower. com.

En canvi, el codificador incremental mesura la posicié angular rela-
tiva respecte a un senyal de referéncia R. Aquest tipus de codificador
consta generalment d’un sol led, una lent collimadora, un disc giratori
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amb N obertures rectangulars a la periféeria, una mascara i diversos
fotodiodes receptors. El led esta enfocat cap a una lent responsable
de collimar un feix de llum. Aquest feix illumina una seccié del disc
giratori, el qual té disposat un seguit de petites obertures collocades a
la seva periferia de forma periodica. Per ser més precisos, les obertures
formen un tren de N impulsos rectangulars equiseparats. A part, una
segona pista interior s’encarrega de crear un sol impuls quan el disc
dona una volta sencera, anomenat senyal de referencia R i del qual
parlarem després. Aquest senyal R fa, doncs, de compta-revolucions i
interessa que en cada volta contingui un unic pic tan alt i localitzat
com sigui possible. La mascara és fixa, i normalment conté sis finestres,
anomenades A, —A, B, —B, Ri —R. Les finestres també contenen una
serie d’obertures rectangulars disposades de forma periodica (excep-
te les de R i —R); ara bé, cada finestra introdueix un desfasament
diferent. Quan la llum que ha passat per les obertures del disc arri-
ba a la mascara, es troba amb les sis finestres i genera sis camps la
intensitat dels quals és llegida pels fotodiodes. Aixi, es generen sis se-
nyals que continuem anomenant A, —A, B, —B, R i —R, que seran
senyals periodics, perque el disc va girant. Després explicarem amb
detall com es pot modelitzar matematicament aquest procediment.
A la figura [3] s’exposa ’esquema grafic d’un codificador incremental.

FicurA 3. Esquema d’un codificador incremental.
FonT: Encoder Products Company;,
https://encoder. com.
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El desfasament de 90 graus entre els senyals A i B permet saber en quin
sentit esta girant el codificador. Depenent de si primer s’encén A o B,
es pot saber si el codificador gira en sentit horari o antihorari. D’altra
banda, els senyals —A i —B serveixen per netejar possibles sorolls,
introduint-los en un comparador diferencial amb els senyals A i B,
respectivament. La mascara conté dues finestres més, anomenades R
i —R, que registren el senyal de referencia.

La gran virtut del codificador incremental és la capacitat de fer
mesures amb una resolucié molt alta. El nombre d’obertures pot va-
riar des d’unes 50 fins a més de 10 000 al llarg dels 360 graus. Com més
alta és la resolucid, més obertures han d’estar impreses al llarg dels
360 graus, i, en conseqiiencia, han de ser més estretes. D’altra banda,
existeix un procediment per augmentar la resolucié del codificador,
que és el de la interpolacio electronica. Mitjancant un xip, molt barat,
es pot multiplicar el nombre d’impulsos per volta generats pel codifica-
dor. Per fer-ho, el xip interpolador necessita operar amb els senyals A
i B (nets de soroll) com a entrades i que siguin el més sinusoidals
possible. La qualitat de les sinusoides limitara el grau d’interpolacio
al qual podra arribar el codificador. Amb aquest procediment es pot
aconseguir multiplicar la resolucié per un factor 16 o 32.

Com en tots els camps industrials, en la fabricacié de codificadors
hi ha uns estandards de procediment que segueixen tots els fabricants.
En aquesta tradicio, la majoria de codificadors tenen trens d’impul-
sos rectangulars (els més barats d’implementar) tant al disc com a la
mascara. Tal com veurem amb detall després, aixo dona com a senyal
de sortida, en una primera aproximacio, un tren d’impulsos triangu-
lars, lluny de ser sinusoidal. Aquest defecte es mira de compensar
llavors dissenyant la interpolacié electronica de forma convenient. El
fet, pero, és que els xips que treballen amb entrades sinusoidals sén
els més eficients i barats.

Feta aquesta descripcié basica de com funciona un codificador optic
incremental, procedim a fer-ne un model matematic, el més senzill
possible. Primer de tot, cal descriure matematicament la interaccio
entre el disc i la mascara, tant per generar els senyals A, B com el R.
Les obertures practicades en el disc giratori que sén illuminades les
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descrivim mitjangant una funcié f(x) de la posicié angular x. Més pre-
cisament, f és una funcié positiva i les obertures del disc corresponen
al subgraf de f. Com que el gir té lloc a una velocitat angular constant,
podem pensar també que f és una funcio del temps. Aquesta funcié f
és el tren d’'impulsos rectangulars, perd de moment suposarem que
pot ser qualsevol funcid, ja que en principi podrien fabricar-se discs
amb altres tipus d’obertures. Les obertures practicades a la mascara,
a una distancia z del disc, les descrivim analogament com el subgraf
d’una altra funcié positiva g, que suposarem que té un suport com-
pacte, donat per la mida de la mascara fixa. En principi, doncs, f, g
podrien ser arbitraries.

Ara descriurem de la forma més senzilla possible el senyal mesu-
rat pels fotodiodes en cada instant. Els fotodiodes reben un senyal
proporcional a la intensitat de la llum rebuda. Aquest tipus d’element
consisteix en un semiconductor (normalment silici), construit amb una
estructura d’'uni6 PN o PIN, la qual és sensible a la llum en un cert
rang de longituds d’ona A. Idealment, cada foté que incideix sobre
el fotodiode excita un electrd, i, per tant, es crea una intensitat de
corrent electric. Aquesta intensitat és proporcional a la potencia de la
llum incident P,

Tqed
1= o P,
on 7, ¢s l'eficiencia quantica del fotodiode, ¢ la carrega de electrd,
h la constant de Planck i v la freqiiencia optica.

Suposarem que la llum és una ona plana monocromatica amb di-
reccid (vector de Poynting) n perpendicular al disc i a la mascara. En
aquest cas, la potencia és constant en tots els punts situats a una ma-
teixa distancia z de la mascara en la direccié n. Si ignorem de moment
I'efecte de la difraccié, arribem a la conclusié que el senyal mesurat
pels fotodiodes en cada instant ¢ és proporcional a I’area comuna de-
terminada per les obertures del disc i de la mascara en aquell instant.
El gir del disc, el qual suposem uniforme, correspon a canviar f(z)
per f(xz —t). Per tant, el senyal generat és proporcional a

CO.g)(0) = [ winlf(w — ). 9(o))do = [ win(7(e). g+ 1) do
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quelcom que podriem anomenar convolucio optica de f amb g. Com a
operador en fien g, la convolucié optica és invariant per translacions
pero no és lineal, fet que en fa dificil I'estudi matematic. Hem dit
abans que en la industria dels codificadors és un fet universal que al
disc hi hagi un tren d’impulsos rectangulars (la funci6 f). L’explicaci6
d’aixo és segurament de caire economic, pero el fet és que des del punt
de vista de la modelitzacié matematica també té una explicacio clara.
Si f només pren els valors 0 i 1, com és el cas d'un tren d’impulsos
rectangulars, i suposem que 0 < g < 1 (que correspon a dir que
les algaries de les obertures de la mascara no depassen les del disc),
aleshores min[f(x—t), g(x)] = f(x—t)g(x) i passem a tenir basicament
la convolucié

“+o0 “+o00

fxg(t) = flz =t)g(z)dx = f(x)g(x + 1) de,

que és una operacié lineal, invariant per translacions i, per tant,
facilment manipulable utilitzant la transformacié de Fourier.

Aixi, les obertures del disc que serviran per generar els senyals A, B,
etc., es modelitzen amb el tren de N impulsos rectangulars equies-
paiats

2m

on I és la funcié caracteristica de [0, g] Aquest tren f d’impulsos

rectangulars ja no el tocarem i continuarem, per tant, treballant amb
els mateixos discs tradicionals.

En general, doncs, la interaccié entre un senyal practicat al disc i un
senyal practicat a la mascara es modelitza amb la convolucid optica. Si
un d’ells tan sols consta d’impulsos (no necessariament equiespaiats),
aquesta convolucié optica passa a ser la convolucié habitual. Aixo
s’aplica tant a la generacié dels senyals A, B com a la generaci6 del
senyal R: anomenem f, g els senyals de disc i de mascara, respecti-
vament, per generar A, B, i k, h els senyals de disc i de mascara per
generar R. Els senyals f, k constaran d’impulsos rectangulars.
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2. LA GENERACIO DEL SENYAL R

Recordem que el senyal de referencia R té per objectiu basic fer
de compta-revolucions. A cada volta s’ha de generar, opticament, un
senyal que faci aquesta funcio: per exemple, que tingui un pic i només
un en cada volta, en una de les N posicions detectades pel codificador.
Evidentment, el procediment més senzill seria practicar una obertura
rectangular al disc i una altra de la mateixa mida a la mascara, de
manera que k, h constarien d’'un unic impuls. Quan la resolucié del
codificador comencés a ser alta, pero, l'obertura hauria de ser tan
estreta que la intensitat de llum que hi passés seria indetectable per al
fotodiode. Per aixo, cal idear un nou metode per crear un impuls tan
alt i concentrat com sigui possible quan el disc dona una volta sencera.

Aquest era el problema plantejat inicialment per Hohner. Quan
I’empresa rebia un encarrec per fabricar codificadors d'una certa re-
solucid, més alta que en encarrecs precedents, no sabia com havia de
procedir. Havien de demanar-ho a un consultor suis, que els facturava
encarrec per encarrec, sense arribar a tenir la metodologia per generar-
lo autonomament. Aixo és el que buscaven: obtenir el know-how per
generar el senyal R.

Anomenem £k la funcié d’impulsos al disc que, juntament amb les
obertures h de la mascara, ha de generar R; sera de la forma

k(x) = Z I(x — n;T),

amb uns certs enters n; < M. Es, per tant, un tren d’impulsos rectangu-
lars, perd no necessariament disposats de forma periodica. A la figura ]
es mostra un exemple de com serien les obertures determinades per k(z).

1 1 0 0 1 0 1 T

FIGURA 4. Funcié k(x) associada al senyal de referencia R.
Font: Elaboracio propia.
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La mascara portara perforades unes obertures determinades pel
subgraf d’una funcié positiva h, que ha de ser una funcié amb suport
compacte, perque ha de cabre dins la mascara fixa, que no gira. Si
mirem els codificadors reals, veurem que tots els fabricants utilit-
zen k = h, pero en principi k, h poden ser diferents, i de moment
mantenim aquesta possibilitat.

En cada instant ¢ les obertures del disc s’escriuen com a k(z—t). En
la situacié que ens interessa podem evidentment ignorar la difraccid,
de manera que el senyal que genera el fotodiode encarregat de R és la
convolucié

+00
kxh(t) = / k(x — t)h(x) du.
—0o0

Matematicament, el problema consisteix a triar k, h de forma que
k= h sigui el més alta i el més localitzada possible al voltant de t = 0.
En el cas que triem k = h, es tracta de 'autocorrelacio k x k. De
moment, suposarem que estem en aquest cas; després, ja tornarem
a la situacié general. Tenim un senyal k per determinar; les mides
fisiques de la mascara imposen un limit M = M(N) per al nombre
maxim d’obertures de k.

Es evident que el maxim de la funcié d’autocorrelacié sera quan
ambdues funcions coincideixin, és a dir, quan no hi hagi desplagament
entre elles, que vol dir t = 0. El que voldriem és que k * k fos el més
petita possible per als altres valors angulars observats pel codificador,
t= i%, diferents de zero.

Un model equivalent i simplificat consisteix a substituir & per un
codi binari A = (a,)., de zeros i uns, posant a, = 1 si n = n,,
ia, =0sin#ng; ésadir, k() = M a,](z — n7). Aleshores

I'objecte d’estudi és 1’autocorrelacio discreta d’aquest codi binari:
AxA(n)=9(n) = Z ai—na;, n=0,...,M—1.

Si redefinim a,, posant a,, = 0 si n ¢ [1, M], podem considerar
S(n) = Z Qi Ay = Z A Qjtn
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com a funcié parella en n. Observem que no es tracta de I’anome-
nada autocorrelacié circular, en que considerariem A com a senyal
M-periodic. La pregunta és, ara, saber com cal triar A per tal que el
valor maxim S(0) (el nombre d’uns que conté, anomenat mazim d’in-
tensitat central) estigui molt per sobre dels altres valors S(n), n # 0.
Per quantificar i formular el problema de forma precisa, introduim
A) = S
o(A4) = max S(n),
que és Obviament menor que S(0), i introduim el parametre de con-
centracio 5(0)
K(A) = —=.
(4) (A)
Com més gran sigui aquest parametre, millor sera la relacié entre S(0)
i 0(A). Per tant, volem triar A de forma que K(A) sigui el més gran
possible entre tots els codis binaris A de longitud M (i que tinguin
més d'un 1, amb o > 1). Podem considerar

K (M) = max(K(A)),

on A té longitud M i o(A) > 0.

Tenim aleshores plantejats dos problemes: un de tipus matematic,
teoric, que consisteix a avaluar com creix K (M) asimptoticament,
i un problema practic, que consisteix a trobar explicitament un co-
di A pel qual K(A) sigui 'optim o proper a 'optim. Per a valors de
M petits, hom pot examinar un per un els 2" codis de longitud M,
calcular K(M) i constatar que no hi ha un unic codi optim. Per a
valors de M grans, aixo evidentment no és possible.

Com sovint passa en matematiques, la soluci6 a aquests problemes
la trobem en veure que sén equivalents a d’altres de ben coneguts;
aixo ens dura als regles de Golomb (Golomb rulers) i als conjunts de
Sidon (Sidon sets). La reformulacié comenga per considerar el conjunt
de posicions on hi ha un 1:

G={i=12,....M:a; =1}.

Llavors S(n) és el cardinal (el nombre d’elements) del conjunt
G N (G —n), amb la qual cosa veiem que el problema té a veure
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amb els conjunts de diferencies (difference sets) ([7]), un camp molt
estudiat en teoria additiva de nombres.

Com que ens interessa que K(A) sigui el més gran possible, és
natural fixar-se en els senyals pels quals el denominador de K (A) és el
més petit possible, 0(A) = 1, és a dir, S(n) = 0,1 si n # 0. Aixo
significa que per a cada n hi ha com a molt un 7 tal que a;4, = a; = 1,
és a dir, i+n, ¢ € G. Dit d’una altra manera, totes les diferencies i — j,
1, € G, 1 # j soén diferents.

Aquesta és precisament la definicié d’un regle de Golomb de lon-
gitud M, un subconjunt

G={i1=1<iy< - <ixg=M},

de {1,2,..., M} pel qual totes les diferéncies entre els seus elements
s6on nombres diferents. M s’anomena la llargada i K la mida de G.
A Internet es poden trobar molts articles i taules referents als regles
de Golomb ([4]). Aquests conjunts es consideren en radioastronomia
(les distancies entre radioestacions collocades en una linia recta convé
que segueixin un ruler per minimitzar certs parametres) i també en
teoria de codis autocorrectors. El nom de ruler (‘regle’, en catala)
s'utilitza perque si G ho és, posant en un llisté les marques correspo-
nents als i, es poden mesurar llargades amb aquest regle d’una sola
manera (en aquest sentit, els regles habituals sén redundants, per-
que una determinada longitud la podem mesurar utilitzant marques
diferents). Un regle s’anomena complet si el conjunt de diferéncies és
exactament {1,2,..., M}: llavors es poden mesurar totes les longituds
entre 1 1 M d’una tinica manera. Una interpretaci6 diferent i curiosa és
pensar en una gran sala rectangular de conferencies que hom voldria
que fos convertible, a base de collocar unes parets mobils, en sales de
capacitats més petites pero diferents. Si les parets mobils es colloquen
exactament en els punts indicats per un regle de Golomb, utilitzem el
nombre minim de panells i optimitzem els costos.

El problema que s’ha de resoldre és: donada una llargada M, quin
és el regle de Golomb més gran que es pot obtenir, amb la K més
gran? Podem considerar

F(M) =max K,
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on el maxim és entre tots els regles de Golomb de longitud M, i el
problema és com abans: determinar com creix F'(M) i explicitar regles
de Golomb optims. Es clar que podem plantejar el problema al revés:
donada una mida K, quin és el regle de Golomb més curt que es pot
construir amb aquesta mida?

Com que hem arribat als regles de Golomb particularitzant el
cas 0(A) = 1, tenim obviament que

K (M) > F(M).

Una reformulacié equivalent dels regles de Golomb és en termes de
conjunts de Sidon. Un conjunt de Sidon és un conjunt G de nombres
enters tals que totes les sumes i+ j, i # j, i, € G son diferents. Evi-
dentment és un concepte equivalent al del regle de Golomb, perque
i—j =1 —j equival a i + j' = j + ¢'. Curiosament, pero, les co-
munitats cientifiques que s’han ocupat del problema sén diferents i
bastant disjuntes. Sota aquesta formulacid, aquests conjunts, en gene-
ral infinits, van ser introduits per Simon Sidon fa un segle, en relacio
amb les series de Fourier; les series de Fourier amb freqiiencies en un
conjunt de Sidon tenen unes propietats especials: concretament, totes
les normes hi sén equivalents. Sén objectes molt estudiats en analisi
harmonica, matematica discreta i teoria de nombres. De fet, aquest
era un dels temes favorits del faméds (i excentric) matematic hongares
Paul Erdds. L’estimacié de F'(M) té moltes variants: per exemple, es
pot relaxar la condicié i establir que les sumes, en lloc de ser diferents,
puguin repetir-se com a molt un nombre D prefixat de vegades. La
determinaci6 del creixement asimptotic de F'(M) per a totes aquestes
variants ha estat un problema obert en matematiques durant molts
i molts anys. El matematic espanyol Javier Cilleruelo, traspassat fa
tres anys, era un dels grans especialistes en el tema, i a ell i els seus
collaboradors es deu l'article que va tancar definitivament el proble-
ma ([2]).

Es molt facil fer una primera estimacié de F (M), la qual resulta la
bona. El nombre de diferencies i — j, i, 7 € G no nulles és exactament

K(K —1)
—
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i com que totes han de ser diferents i sén nombres entre 11 M, tindrem

K(K-1) _

d’on s’obté
F(M)<V2M + 1.

Erdés 1 Turan ([5]) varen demostrar que
F(M) <vVM +o(VM),
mentre que construccions explicites de Singer ([§]) varen provar que
F(M) > VM —o(vVM),

de manera que
F(M)
lim —— =1.
M—+o00 \/_

Es a dir, els regles de Golomb dptims tenen aproximadament
v/M uns. Els matematics, davant d’un problema com aquest, usual-
ment volen anar més lluny, i es pregunten llavors de quin ordre és la
diferencia F(M) — v/M, pero la resposta no tindria rellevancia per a
la nostra situacié. Ja s’ha comentat abans que

K(M) > F(M);

per tant, en principi, podria ser que K (M) fos asimptoticament més
gran que /M. En una comunicacié privada, perd, Noga Alon, un altre
dels grans especialistes en el tema, ens ha fet arribar una prova del fet
que K (M) continua sent com /M.

La conclusié rellevant per a nosaltres és que el senyal A que generi
el senyal R més potent possible dins de la mida M donada per les
mides del fotodiode i la resolucio és un tren d’impulsos rectangulars

E ZL‘—TLT

n=1

amba, =1sin€G,ia,=0sin¢ G, on G és un regle de Golomb
optim de longitud M 1+ mida aprozimadament /M.
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El problema matematic esta, doncs, perfectament ben entes; tan
sols hem necessitat un canvi de perspectiva. Una altra cosa és el pro-
blema practic. Analitzant els articles de Singer i Ruzsa, hom pot trobar
un metode, basat en l'aritmetica de cossos finits, per construir con-
junts de Sidon quan M és una potencia d’un primer. No hi ha metodes
generals, pero. Hi ha en marxa projectes web cooperatius per trobar
regles de Golomb, i s’ha arribat a trobar el regle de Golomb optim per
a K = 27 marques, el qual té una longitud de M = 553 (vegeu [4]).
El que nosaltres varem fer per a I’empresa és un programa basat en
algorismes genetics que troba per a cada valor de M un codi potser no
optim pero proper a I'optim. La informacié qualitativa, teorica, que
els codis Optims tenen aproximadament v/M uns és d’utilitat en el
disseny d’aquest programa.

Abans s’ha comentat que no necessariament cal que k = h; podrien
ser diferents les obertures al disc i a la mascara per generar R. Tras-
lladant també el problema a codis discrets, aixo ens porta al problema
de trobar dos codis binaris A, B de mida M tal que la seva correlaci

M
Ax B(n)=S(n) = Z ai—pbi, n=0,...,M—1,

i=n+1

sigui el més alta i el més concentrada possible al voltant del zero. Aixo
representa un nou grau de llibertat i podria fer més facil el problema.
Actualment no en conec la resposta.

3. UN PROJECTE DE DOCTORAT INDUSTRIAL

El programa per trobar regles de Golomb gairebé optims va funcio-
nar i funciona perfectament; aquest exit inicial va animar ’empresa a
plantejar altres problemes relacionats amb la fabricacié de codificadors
optics incrementals. Em van semblar suficientment interessants, i que
requerien prou dedicacié per plantejar a 'empresa la possibilitat d’un
doctorat industrial, dins el pla que justament llavors iniciava el Govern
de la Generalitat. Aixi varem fer-ho: el projecte va ser aprovat en la
primera convocatoria dels doctorats industrials, pero, ai las!, no varem
tenir cap candidat, malgrat la difusi6é que se’n va fer entre els graduats
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en fisica i matematiques. Ens hi varem tornar a presentar el segon any
i, aquest cop si, trobarem un bon candidat. Part del que explicarem
en els apartats segiients es troba més desenvolupat en la tesi [3].

Els problemes plantejats per 'empresa en aquesta segona fase eren
dos.

Recordem que el tren de N impulsos rectangulars equiespaiats del
disc giratori s’escriu

on [ és la funcié caracteristica de [0, %]

Les obertures de la mascara sén el subgraf d’una funcié positiva g
amb suport compacte. Recordem també que si s’ignora la difraccio i
si g < 1, el senyal captat pel fotodiode és proporcional a

+o00 +oo
fp*g(t) = fp(x—t)g(x) dx = fp<l’)g(l’—|—t) dz,
—0o0 —0o0

on f, és la T-perioditzada de f,7 = %, perque el disc va girant. Per
conveniencia del calcul, farem una translacié en ¢ i suposarem que
fp és la funcié T-periodica que en 'interval [—g, +%} coincideix amb
la funci6 caracteristica de [—i, —i—ﬂ ; com que f, és parella, I'expressio
anterior és la convoluci6 de f, amb g.

Si prenguéssim com a ¢g també un tren d’impulsos rectangulars, és
a dir, que a la mascara es practiquessin les mateixes obertures que al
disc, aleshores el senyal obtingut seria un tren d’impulsos triangulars,
com a la figura bl perque si dos rectangles iguals es desplacen 1'un
sobre 'altre a una velocitat constant, l’area comuna que determinen
varia linealment.

FicurA 5. Tren de polsos triangulars.
Font: Elaboracié propia.
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Tal com s’ha explicat en el primer apartat, per poder multiplicar
la resolucié electronicament d’una forma barata, l'ideal fora que el
senyal obtingut fos una sinusoide pura en lloc d’un tren d’impulsos
triangulars. Per tant, la primera pregunta obvia feta per 'empresa
fou: mantenint els trens d’impulsos rectangulars als discs, com han de
ser les obertures a la mascara per tal que el senyal de sortida sigui
exactament una sinusoide?

Passem ara a formular la segona pregunta. Els codificadors treba-
llen sovint sota unes condicions extremes que pertorben molts dels
parametres de fabricacid. Per exemple, la vibracié de ’eix rotor pot
fer que la distancia entre el disc i la mascara s’alteri. L’experiencia
acumulada per ’empresa els ha ensenyat que la distancia (gap) z entre
el disc i la mascara és critica, en el sentit que la qualitat del senyal optic
de sortida es deteriora molt quan canvia aquesta distancia. L’empresa
es troba que bastants clients retornen codificadors per tal que siguin
reajustats. La segona pregunta fou: €s possible dissenyar una mascara
que, a més de produir un senyal sinusoidal, sigui robusta envers els
canvis en la distancia entre el disc i la mascara?

Es intuitivament evident que el tractament d’aquest segon proble-
ma implica entendre bé els fenomens de difraccié de la llum que tenen
lloc al codificador.

4. LA MASCARA IDEAL

L’objectiu d’aquest apartat és buscar una funcié g apropiada, posi-
tiva amb suport compacte, que convolucionada amb f, doni un senyal
sinusoidal/cosinusoidal pur, positiu, amb el mateix periode basic 7.
La buscarem també parella, i plantegem 1’equacio

“+oo

27
(foxg)t) = folx —t)g(x)de = A (1 + cos 71%) )
—0oQ
Per resoldre aquest problema analiticament, utilitzarem la trans-
formada de Fourier, ja que és I'eina adequada per manipular les ope-
racions lineals invariants per translacions, com és el cas de les convo-
lucions.
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La convoluci6 de f, amb g és evidentment 7-periodica,
+oo

(foxg)t+7)= folx —t —7)g(z) dx

—00

= folx = t)g(z) dz = (f, * g)(1),

—0o0

i, per tant, té un desenvolupament en serie de Fourier

Uy 9)(t) = 3 enlfy x g)est

Els coeficients ¢, (f, * g) sén

1 /7 n
allyr )= [ a0
= 7—1_/0T { _:0 fplx —t)g(z) dx} e 2Tt dt,

i aplicant Fubini,

1 e ! —2mi2(t—x —2mily
Cn(fp*g):;/ {/0 folx —t)e 2miz(t )dt}g(a’)e T

= cu(fp) /_+oog(x)6_2mﬁz dr = cu(fp)9 (2> .

00 T

En definitiva, els coeficients de la serie de Fourier de la convolucié
sén el producte dels dos coeficients de Fourier, el de f, com a funcié
periodica i el de g com a funcié amb suport compacte:

enlfox 9) = enl£)7 ()
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Calculem ¢, (f,) utilitzant un perfode basic, un pols rectangular

1 [T,
peran#0 c,(f,) = —/ e “Mrtdt (1)
T J_z
4
1 . <7m> 0, sin =2k,
= —sin(— ) =
™m 2 %, sin=2k+1,
17 1
=0 =__=_, 2
per amn C=-5=3 (2)
L’objectiu és obtenir una solucié sinusoidal positiva

t 1, 5,0 y
(fp x g)(t) = 1+ cos (27‘(—) =14+ 5(627”7 + 6727”?)
T

amb una tria de g convenient, positiva. Comparant ambdds desenvo-
lupaments, veiem que g ha de complir

505 (5) =

Com que els coeficients ¢, (f,) sén zero per als n parells diferents de
zero, aixo implica que la transformada de Fourier de g ha de complir

1, sin=0,
% sin==+l1,
0, sin#0,=£1.

(5(0) =2,
7(2) - (x7) =35, .
T g(%) =0 per a n senar, n # +1,
 cap condici6 per a n parell, n # 0.

Considerem ara la funcié més senzilla que s’anulla en els punts *

per a n senar, que és cos 57§ Aquesta funcié té una factoritzacié com
a producte infinit

i L) - L)

T, senar
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Com que no es vol que g s’anulli en els punts i%, factoritzem
aquests zeros i ho provem amb

g(§) =2 (COS ng) ﬁ (4)

(aquesta expressié esta motivada pel fet que la transformada de Fou-
rier d'una funcié amb suport compacte és una funcio entera amb aques-
ta expressio general). Amb aixo, g(0) = 2, mentre que en els punts j:%

es té
1 T 1
7(=2) =2 i {(cosTre) L)
g( ) girié{ 057 <1—T252>}

Calculant el limit amb la regla de L’Hopital, resulta

g (i%) _

com voliem. Aixi, la funcié (4) compleix totes les condicions requerides
per als coeficients, i en certa forma és la tria més senzilla. Ens falta,
pero, quelcom: g ha de ser positiva. El segiient pas és calcular g(z)
fent la transformada de Fourier inversa de , és a dir,

g(x) =2 /_+OO > cos (ng) (1_d—§

% T2€)

s
2

Y

Definim k(x) com

+oo
k(z) = / 62””5—61552 =

oo -

(S

et [l

amb v = %, de manera que

g(x):k(aﬂ—i)—i—k(x—i).
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Per calcular k, partim de

627rix§
3

La funcié H de la dreta té derivada en el sentit de les distribucions
igual a 2mid (on dp indica la delta de Dirac en el zero); per tant,
té transformada H que compleix SH = 1; la funcié % no és, pero,
localment integrable i la integral s’ha d’interpretar en el sentit del

valor principal. Aleshores,

/+°° e2rizg it — { —mie*™ st > 0,

e, six >0,

%:Hm:{

—mi, six <O0.

o U—E& mie? ™ &g < 0,
/+oo 627ria;§ df ,/.m'e—2m’zv’ sir > 0’
o UHE —mie 2™ i g < 0.

(—mie?™™ + wie ™) = v sin(2mzv), siz >0,

Aixi, s’obté

k(z) = {

Substituint-ho a g(z) = k(z + %) + k(z — %), com que

2 2 2
sin il <m + :I:Z> = sin —Wx + :i:ﬁ = £ cos —Wx,
T 4 T 2 T

resulta que g(z) =0siz+7 <0ox— 7 >0,ia l'interval [—ﬁ, +£]

" g@yzﬁaw(gk). (5)

T T

ol e

2mizv : —27rz'rv) —

(mie — Tie —vrmsin(2rzv), six < 0.

En definitiva, s’obté com a g, llevat de les constants, la funcié
que consisteix a prendre la part positiva de COS(27TJT—C). C)bviament, es
poden afegir a g tantes T-traslladades seves com capiguen a la finestra
de la mascara, tal com es mostra a la figura [ Anomenem aquesta
funcié mascara ideal o de primera generacio.
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Solucié de primera generacid
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F1GURA 6. Mascara ideal.
Font: Elaboracié propia.

Per reafirmar que aquesta mascara és bona, calculem ara directa-
ment la convolucié de g i f,. Com que f, és la T-perioditzada de la
funcié f que en l'interval [—%, +§] coincideix amb la funcié carac-

teristica de [—i, ﬂ, el resultat és la 7-perioditzada de

+£ 2 min(%,t—}—%) 2
/ (cos —Wx) flx —t)dz = / cos —z d.
- T max(—7,t—7) T

T
4

Aquesta funcié és zero si [t| > 7, mentre que si 0 < ¢ < 7 val

i 27 T 27
cos —zxdr=—|14cos—t],
o T 2m T

I
i analogament si —5 < ¢ < 0. En definitiva, s’obté un multiple d'1 +

cos 2t i es verifica aixi que la solucié és perfectament valida.

ATmb aixo hem trobat una resposta a la primera pregunta. Pero als
matematics ens agrada aprofundir, encara que a vegades no sigui util,
i sorgeix la seglient pregunta: hi ha altres funcions g que serveizin?

Encara que resulti una mica sorprenent, la resposta és que no; no-
més hi ha aquesta solucid, essencialment. Aquest <essencialment> ve
de l'observacié segiient, que podem formular de dues maneres dife-
rents. A part de ser positiva, la propietat desitjada per a g és equi-
valent a , que sén condicions per als coeficients de Fourier 5(2)
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Aquests coeficients no determinen g; soén, de fet, els coeficients de
Fourier de la m-perioditzada de g

Zg(m —nT).

Evidentment, podem tenir dues funcions diferents amb la mateixa
perioditzada. Per exemple, si repartim la massa de g en el seu suport en
dues parts i cada part la traslladem un multiple enter de 7, obtindrem
una altra funcié amb la mateixa perioditzada. Veiem, doncs, que les
condicions determinen g si, a més, imposem que ¢ tingui un suport
de longitud 7 com a maxim.

Aixo significa que el que té sentit és preguntar-se per la unicitat de
g entre totes les funcions positives amb suport en un periode, diguem
en [—Z,+Z]. Hem vist que g(z) = Zcos(Zz), |z| < T compleix
I’'equacié de convolucid

o)) = |

flz —t)g(z)dx =1+ cos 2—7Tt, t e R.
23 T
Es pot demostrar que la funcié g de és 'inica funcié positiva amb
suport en [—%, +%} que compleix aquesta equacid: és I'inica mascara
ideal. A tall d’anecdota, aquest <teorema d’unicitat> ens va servir per
dir a la sollicitud que cap altra patent podia competir amb la nostra.

5. LA MASCARA ROBUSTA

Quan I'empresa va provar experimentalment la mascara ideal, els
resultats foren satisfactoris, pero no del tot. La qualitat del senyal si-
nusoidal captat pels fotodiodes depenia molt de la distancia z entre el
disc i la mascara. Per a certes distancies els resultats eren espectacu-
larment bons, pero si es modificava lleugerament, el senyal es deterio-
rava, ¢s a dir, la mascara ideal no era robusta. El segiient problema
era, per tant, explicar aquest fet i trobar una mascara més robusta.
La criticitat de z és intuitivament explicable: com més reduides sén
les obertures, més s’ha de reduir la separacié entre el disc i la mascara
perque el fotodiode registri les variacions del senyal i, per tant, pu-
gui generar senyals que es converteixin en polsos. Quan ’ample de les
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obertures és de 'ordre de desenes de micres, z ha de ser del mateix
ordre, i, en conseqiliencia, el procés de fabricacio és dificil i el producte
final té un baix nivell de robustesa. Per intuicio, hom pot veure que
hi ha dos factors principals que contribueixen a aquest problema: la
qualitat de collimacié del sistema optic, i els efectes de difraccio i in-
terferencia que pateix la llum després de travessar les obertures del
disc. El primer problema és facilment tractable, canviant si convé a
llum laser en la font emissora. El problema important és la difraccid,
que fins ara hem ignorat. Per fer el nostre petit model basat en la
convolucié optica, hem suposat que la llum es propaga com una ona
plana, abans i després de travessar les obertures del disc. Evidentment
la realitat no és aixi, perque en passar per les obertures la llum es di-
fracta i el camp no és el mateix a un costat i l'altre. Per a la generacié
del senyal R, és raonable ignorar la difraccio, perque al capdavall es
busca una intensitat maxima, un pic, i un pic distorsionat continuara
sent similar a un pic. Pero per a la generacié del senyal sinusoidal
—una sortida molt concreta i delicada—, és clar que cal tenir-la en
compte. Ja s’ha dit que els xips interpoladors basen la seva eficacia
en el fet que els senyals entrants siguin el més sinusoidals possible.

El tractament matematic classic de la difraccio, a partir de les
equacions de Maxwell del camp electromagnetic, tal com pot trobar-
se, per exemple, a la referencia [0], és delicat, 1 molt més si es vol fer
rigorosament. El que és clar és que cal revisar el nostre model tenint en
compte la difraccié. Considerarem que tenim una ona monocromatica
plana i molt ben collimada enfocant de forma totalment normal les
obertures del disc, amb longitud d’ona A. D’aquesta manera, el camp
electromagnetic d’origen (FEy, By) té els sis components Uy(z,y) pro-
porcionals a la funcié

Usla.y) = 1 () 1) fy ).

on I és la funcié caracteristica de l'interval [—1, +1], 1 f, és la funcié de
periode T que correspon a les obertures del disc, que a [—%, —l—%] val 1
si |z| < 710 afora. D’altra banda, 2c acota quina és la zona illumi-
nada, és a dir, quantes obertures contribueixen als efectes difractius
i d’interferencia. Aixo és important per entendre que no estem trac-
tant amb una zona infinitament illuminada, siné que la contribucio
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és d’'una petita part, marcada pel diametre del feix incident. El pro-
ducte I (%)I (y) modelitza la regié illuminada per la llum incident. En
I'analisi segiient podem considerar una funcié general f(x) en lloc
de f,(z).

L’operacié Uy — U,, on U, designa qualsevol dels components del
camp en un pla parallel a una distancia z del patré de difraccid, és
invariant per translacions, i consisteix, per tant, en una convolucié:
U, =Uy* K.. A partir de ’equacié de Helmholtz, hom pot veure que
el nucli de convolucié és

amb R = /2?2 +y?+221k = 27“ com a nombre d’ona. Es habitual
en optica fer unes aproximacions que simplifiquen aquestes expres-
sions. En primer lloc, per a valors de z (i, per tant, de R) molt més
grans que A, com és el cas que ens ocupa, s’'ignora el terme % del

parentesi i es considera 1’aproximacié
ik zelkR 5 GikR
Kz($7y) = T 5 5 T N p2 (6)
2r R A R

Amb aix0 tenim 'expressié del camp difractat quan z > A,

P ikR'
Uz(x7y) = (UO * Kz)(xay) = a /]1@2 UO(:I: - :Cla Yy — y,) d.ilfl dy,a

on ara R”? = 2" + ¢ + 22. En polars,

5 “+o0o €ikm 27
Y W(/o Uo(x—rcosﬁ,y—rsinﬁ)cw)rdr,

i ara fent el canvi r = tz,
> +oo eikzx/l—i—tQ

2m
Y W(/o Uo(:v—tzcos9,y—t281n9)d0)tdt. (7)

Aquesta integral és de tipus oscillatori,
b
I(p) = / e PO (¢) dt.
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En el nostre cas, ®(t) = v1+1t> 1 pu = kz és gran. Un principi
basic ([9]) d’aquestes integrals és el principi de localitzacid, segons
el qual el comportament asimptotic quan p és gran esta determinat
pels punts on ®’(t) = 0. Concretament, si ®’(¢) # 0 en [a, b], aleshores

I(n) = O(u™"),
per a tot N. En canvi, si ®'(¢) s’anulla en un punt ¢y, el comportament

ve donat per l'ordre k de la primera derivada ®*)(¢,) # 0. Concreta-
ment [9, p. 334,

1

I(p) = p*.
El que aixo significa és que en una integral oscillatoria, la contribucié
essencial a la integral és la d’un interval al voltant dels punts ¢, on la
fase @ té derivada zero, i la resta és d’ordre molt més petit. A més
a més, podem substituir ®(¢) pel seu desenvolupament en ¢, fins a
I'ordre k.
En el nostre cas, ®(t) = v/1 + t2 té el punt estacionari ¢t = 0, i, per
tant, la contribucié essencial en (7)) és la d'un interval [0, €]. Utilitzant
el desenvolupament

1
\/1+t2:1+§t2+~~,

el nucli de (7)), eik=VIHE g0 simplifica per e**(1+3t") . Desfent els canvis
en @, el resultat final és 'anomenada aproximacio de Fresnel, utilit-
zada comunament en optica: U, és la convolucié de Uy amb el nucli
de Fresnel ,
K _ P ikt
z<x7y)_ Z)\ZeQZ )

o L o e Y

valida quan |z — 2'| + |y — ¢/| < ez iz > A Aquesta és una bona
aproximacié en la regié z > \, si el quadrat de centre (z,y) i radi ez
esta inclos en el suport de U.

De fet, és possible afinar molt més analitzant amb detall el nucli
de Fresnel. Suposem per simplificar que Uy(2’,7’) és separable (que és

és a dir,
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el cas que ens interessara després) en un producte A(z')B(y'), cosa
que ens porta a una integral en una variable (llevat de les constants)

+oo ) 9 +0o0o ) )
/ A(z)e R dy! = / Az — 2')e =" da!.
—00 —0o0

La idea intuitiva és que ¢z (@) no oscilla mentre es compleixi
|22 < O(ﬁ) i, en canvi, oscilla molt rapidament en la resta de casos,
amb la qual cosa hi ha molta cancellacio, de manera que la contribucio
essencial és la de [2/| < O(y/Z).

Tornant a , veiem que la part essencial en la integral és la del
quadrat

o= /|, ly - ¢/ < O(VA2),
que és molt més petit que el quadrat considerat fins ara
|z —a'|, |y —y| <ez,

perque z > A. El significat d’aquesta aproximacié és que si el
camp Up(z,y) té suport en una regié G del pla, aleshores 'aproxi-
macié de Fresnel és acurada en els punts (z,y, z) tals que el quadrat
de centre (z,y,z = 0) i aresta Vv Az esta tot inclos dins G. Aquesta
regié d’influéncia té un perfil de tipus parabolic ([6], p. 70-72]). Podem
considerar com a zona fosca el conjunt de punts (z,y, z) per als quals
aquest quadrat és disjunt amb G. La figura[7]illustra aquesta situacio.

FicuraA 7. Propagacié transversal de la llum per difraccié.
FonT: J. W. GOODMAN, Introduction to Fourier optics.
Englewood, CO: Roberts and Company Publishers, 2005.
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Una altra forma d’expressar I’aproximacio de Fresnel és
ikz

Az

-k

+0o0
U.(z,y)= ”V {Uo(a,y)e's= "0 e gy
—0o0

on a la integral hi reconeixem la transformada de Fourier, avaluada
a (x,y), de la funcié

Up(a', y)e'z= @ +0™),

Apliquem ara I'aproximacio de Fresnel a la nostra situacio, per a la
qual Up(z,y) = I1(£)I(y)f(z). Designem per (E., B.) el camp a dis-

tancia z del disc i per
2

A, (z) = v ,

el nucli de Fresnel unidimensional; cadascun dels components és pro-
porcional a

U.(z,y) = // Uo(2', Y ) K (x — 2’y — ) da’ dy

- (/ A=) ([ roate-sar).

En aquest punt fem la hipotesi que z és tal que I'interval de centre x
i radi vV Az esta inclos a [—c,c]. Segons hem vist, aixd ens permet
simplificar la integral en x prescindint del factor I (%) i obtenim

ikz +oo eikz

Uiay) = 5-6:0) | J@) A0 = @) da' = =) () (9)

amb . )
¢=(y) = / Ay —y)dy = / XY gy

if, = fxA,. Arabé, la pertorbacié vertical ¢,(y) és negligible, perque
és essencialment constant. En efecte, la mascara té unes dimensions
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verticals més petites que la zona illuminada, és a dir, |y| < c. Ales-
hores, com que la part essencial és, com hem mencionat abans, la de
Vinterval [y — O(vV/Az),y + O(vV/A2)], que és tot dins [—¢, ¢, hom veu
que |¢,(y)| és essencialment constant sobre la mascara.

Suposem que la xarxa unidimensional és periodica, és a dir, que
f és una funcié T-periodica. Explicarem a continuaciéo com en aquest
cas es produeix un efecte ben conegut en optica, 1’efecte Talbot. Tin-
drem un desenvolupament

flx) =) el ).

n

Per tant, repetint els calculs de l'apartat anterior, la convolucié
f. = [ * A, també és T-periodica amb desenvolupament

fol@) =D el AL () e,

Es ben conegut que la transformada de Fourier d'una gaussiana és
també gaussiana. Per prolongacié analitica, aixo també és cert per a
parametres complexos. De fet,

—

AL(€) = Vzexp [—imAz€?].

Per tant,
. n? :n
fz(af) _ 2 :cn<f)e—wr)\z7_—2€27m;z7

n

i hom pot acabar reescrivint @ com a

ikz

el —im zﬁ Tt
U.(z,y) = —=0¢-(y) § cn(f)e Ntz emire, (10)
IV Az -
Si es pren z de forma que % sigui parell,
Az
? = 2m,
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és a dir, que z sigui un multiple enter de

272
_r = 5

A

2
—imAz s
2 =

anomenat distancia de Talbot ([0, p. 89-91]), aleshores e
per a tot n; per tant, f, = f i

ezkz

v

Es a dir, per a multiples enters de la distancia de Talbot apareix
una distribucié de camp essencialment identica al camp d’origen (per-
que ¢, és essencialment constant), amb només una variacié de fase.

Si, en canvi,

U. () f(x).

Az 1
§:(2m—1—1)7 z= <m+§> 27,

. n2 .
aleshores e ™72 = ¢=im* — (_1)"" = (—1)", amb la qual cosa
ikz - eikz
0-(1) 3 eal F) (1) 5 =
1) Y el e
Aixo significa que hi ha un desfasament de 180 graus. En el cas
f = fp, les zones opaques s’intercanvien amb les illuminades. Final-
ment, si

e

WAz

U.(z,y) = b.(y) f (m—f— f) .

2

n

A
T—f = (2m+1), z= (2m+1)%T,

. 2
—imAzly
T —_

aleshores e (—1)™"*(—i)"*. Aquesta expressié val 1 si n és
parell i (—1)™"1 si n és senar. Aix0 significa que

fo(z) = Z Co( )23 4 (—1)m+Y Z en(f)e2miEe,

n parell n senar

El primer sumatori és una funcié F-periodica, mentre que el segon
sumatori S(z) compleix S(z+ %) = —S(z). En definitiva, |f.|%, i, per
tant, la potencia, ¢s una funcié Z-periodica: té doble freqiiencia.
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A la taula[lles mostren les diferents distancies de Talbot calculades
per a resolucions de 500, 1024, 2500 i 4096 polsos per volta (en disc
de 19mm de radi), en funci6 de la font d’il'luminacié utilitzada.

TaAauLA 1. Distancies de Talbot

Font d'iluminacia Resolucié (polsos per volta)
500 1024 2500 4096
Laser vermell (A = 635nm)| 179,55mm | 42,81 mm | 7,14 mm | 2,66 mm
Laser blau (A = 405 nm) 281,52mm | 67,12mm | 11,26 mm | 4,2 mm
Led (A = 470 nm) 242,58 mm | 57,84 mm | 9,70 mm | 3,62 mm

Continuem analitzant el camp difractat per una xarxa periodica
unidimensional [ (%) f(z), donat per 9. Com que totg els compo-
nents del camp (FE,, B,) sén proporcionals a U, la intensitat o poten-
cia P, del camp en el punt (z,y, z) és proporcional a |U,(z,y)|?,

Py(x,y) o< ¢:(y) [’ f-(2)[*.

Considerem ara la mascara, modelitzada per la funcié g amb su-
port compacte. Aqui pensarem per conveniencia que esta simetritzada,
duplicada, i que les obertures de la mascara ocupen, a una distancia z,
la regi6 del pla donada per

G ={(z,y), 0 < |y| < g(x)}.

Considerant també que els fotodiodes son solidaris amb la mascara,
la intensitat que capten és

P [ oGP\ dedy= [ :Olfz(fv)IQ( [ o) dy )

Aix0 ens porta a introduir la funcié g, també amb suport compacte,
definida per

i(z) = / 6. ()12 dy, =ER.
ly|<g(z)

de forma que

g:ém@%mm.
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El segiient pas és considerar com variara la poténcia luminica P, (t)
quan giri el disc. En Uinstant ¢ cal canviar f(x) per f(x — t); llavors
f.(x) canvia a f,(x — t) 1 obtenim

P.(t) = / ol — g dr = (1. *3)(0).

En definitiva, si el disc esta donat per f i la mascara per g, el senyal
captat pel fotodiode ve donat per 'expressié anterior. Hi destaquen
dues caracteristiques: la no-linealitat deguda al terme quadratic i la
substitucié de g per §. Ara bé, ja s’ha comentat abans que ¢, és
essencialment constant en la mascara; per tant, § ~ g. Amb aquesta
simplificacid, en definitiva, llevat de les constants, hom té

P(t) = (If:* * 9)(®).

Quan z és un multiple de la distancia de Talbot, aleshores f, = f,
|f.I> = f*. En el nostre cas, amés, f = f, i f} = f,. Aix0 significa que
l’analisi feta en Dapartat anterior és valida, i la mascara de primera
generacio donara una sortida sinusoidal pura. No la donara, pero, per
a altres valors de z. Aixo explica perfectament el comportament de
la mascara ideal observat per I’empresa: la mascara ideal funciona
perfectament a distancies z multiples de la distancia de Talbot.

D’altra banda, es pot veure que la font de llum esta molt relacio-
nada amb la distancia de Talbot. Quan estem tractant amb longitud
d’ona A curta (com la blava), z; augmenta. D’aquesta manera, el sis-
tema admet tolerancies més altes a I’hora de collocar la mascara al
voltant d'una determinada zy. No obstant aixo, també pot ser posi-
tiu utilitzar longitud d’ona A llarga (com la infraroja), ja que, en una
llargada reduida, es poden abastar diferents multiples de zp. Depe-
nent de la periodicitat entre obertures, relacionada amb la resolucié
del codificador, pot interessar aprofitar una propietat o una altra.

Quan s’analitza la funcié difractada en qualsevol distancia dife-
rent d’'un multiple de la de Talbot, z # 2z, no tenim f, = f. El
nostre objectiu és trobar g tal que P, sigui una sinusoide, en qualse-
vol distancia z. Com que aquesta és una equacié de convolucié, hem
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de procedir igual que abans, perd hem d’utilitzar |f.|?

Partim de (j5)), on els ¢, sén els de i . Tindrem

L@ = @) F(@) = 3 cafme ™) g2 mm),

n,m

Agrupant els termes amb n — m = [, s’obté

2  om »
|fz(x)|2 _ Z (6—171')\2_% chm—l—le_ZW)\z%l) 627”;[.
m

l

Definim la funcié d;(z) per

—_— —imAz 2t
di(z) = g CrmCrmtl€ 2

m

i s’obté, doncs,

. 2 .
|fz($‘)|2 — Zdl(z)e—lﬂ’/\z%e%m;l‘
l

Recordant i ,

% per am =0,
cm =<0 per a m parell # 0,
CLE gim =2k +1,

es pot calcular d;(z) segons el valor de [:
1. Cas [ = 0. En aquest cas es té

do(z) = lem|*.

m

Per Parseval es pot desenvolupar

quan f = f,.

(11)

2= [ @B =Y fenl [ 1 e =3 e
0 m 0 m

per concloure que dy = ¢y = %
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2. Casl =2p+#0. A l'equacio es tenen en compte, llavors, els
casosm=2k+1im=0:
_ (—D)F (1)
d —
2p(2) = Focay + ; TCk+ )2+ k) +1)°

_iﬂ_AZQ(Qk-;l)Zp
T

g e T .
2 = (2k+1)(2k +2p+ 1)
3. Cas [ senar. Aqui es considera només m = 0 i m = —[, ja que en

els altres casos ¢,y = 0,1 m + [ és un nombre parell no nul, de
manera que

1 1 - 2 1 A 2
dl(Z) = §Cl + §E_l€“r)\z% = §Cl(1 + ewr)\z%)’
jaquec_; =¢.
En definitiva, els coeficients de Fourier ¢ de |f.]* sén
1
Co = Cyp = 5,
l2
¢ = € cos (W)\Z—2) :
-
P (_1) —im Az EE2 f G_iWAZ%
G =-—"e - '
TR 2k + )2k 2p+ 1)

—00

El desenvolupament de Fourier de P, = | f.|* x g és llavors
-~ i it
P(t)= ) cg(=)e’™ .
T
n
El nostre problema és trobar g tal que P, sigui una sinusoide pura
de periode 7. Com que ara cap dels ¢, son zero en general, /g\(:—”)
ha de ser zero per a tot n # 0,1, —1; per tant, de la forma (fent una
translacié si és necessari)

g(z) =14 Acos f’
-
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llevat de les constants multiplicatives. Com que es vol g positiva i amb
suport compacte, triem senzillament la funcié g amb suport a [0, 7] que
val 1 + A cos 2t amb 0 < A < 1. Evidentment,

~ —~ TA

g<0) =T, g(:tl) = 77
amb la qual cosa, tenint en compte que

1 1 1
€1 = ¢1 COS (7r)\z—2> = —cos (’N)\Z—Z),
T s T

T At 1 t
P.(t) = 5+ ——cos <7r)\z7_—2) cos (27;).

En definitiva, la propietat que explotem en la tria de la mascara
robusta és senzillament que els sinus i els cosinus sén vectors propis
per a tots els operadors de convolucié. En aquest cas veiem que no
és possible obtenir una sinusoide pura que passi per zero. Consultada
I’empresa, el fet que no passi per zero no representa cap inconvenient
serids, i, de fet, té algun avantatge tecnic, perque representa que en
tot moment el fotodiode rep fotons i aixo facilita que la seva resposta
sigui més rapida quan hi ha un increment d’intensitat.

Com es pot apreciar, el resultat esdevé sinusoidal per a qualsevol
valor de z, sense que apareguin harmonics secundaris. Pero, alhora,
hom també pot veure que hi ha una dependencia en z que afecta
I’amplitud del senyal observat. L’amplitud de la sinusoide,

CoS <7r)\zi2)
-

és maxima en multiples enters de la meitat de la distancia de Talbot,
i zero en aquests valors desplagats <.
La primera mascara té transformada
T 1
2 cos (—7‘ ) _
2 ¢ 1 — 72£2

per tant, té coeficients 2(—1)”1fn2 en els parells, que per (3 sén ir-

rellevants; si a la primera mascara se li pertorben aquests harmonics,
continuara funcionant: en aquest sentit, és més robusta que la segona,
pero en un altre aspecte.

resulta

A(z) =

)
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6. CODIFICADORS ABSOLUTS, CODIS OPTIMS I UN DICCIONARI
UNIVERSAL

En aquest darrer apartat tornem a considerar els codificadors ab-
soluts per explicar una altra relacié interessant amb la teoria de co-
dis. Recordem que la finalitat d’un codificador absolut és codificar
amb un codi binari cadascuna de les N posicions angulars. Si es vol
mantenir la mida del disc dins d’un limit raonable, el problema és que
per a resolucions N molt altes no hi ha prou espai fisic al disc per
gravar un codi per a cada radi. Si hi ha un limit £ en el nombre de
corones concentriques, hi ha un limit 2% en la resolucié.

Aquest problema es tracta codificant la posicié dels radis d’una
altra forma. Pensem en un tnic codi binari A de longitud N que
ocupi el total de la periferia del disc. Podem pensar que A és una
successio N-periodica de zeros i uns. Volem que aquest codi compleixi
una propietat ben especial relativa a un nimero n < N: que tots
els NV subcodis de A consistents en n digits consecutius de A siguin
diferents entre si. En particular, N < 2". Aquests codis existeixen
i han estat extensament estudiats en combinatoria i teoria de grafs.
Els més interessants sén els que, a més, sén complets, en el sentit que
hi apareixen tots els codis binaris de longitud n. Aquests codis, de
longitud N = 2", es coneixen com a codis de Bruijn: séon codis binaris
de longitud 2" tals que tots els codis binaris de longitud n apareixen
una unica vegada com a subcodi consecutiu de A. Aquesta propietat
permet codificar N radis: cada radi es codifica pel subcodi de A de
longitud n centrat a ’extrem del radi.

I el mateix és cert per a codis no binaris que utilitzin un alfabet
de m simbols: si N < m", hi ha codis de longitud N tals que els
N subcodis de longitud n sén tots diferents. L’article [I], i les seves
referencies, conté molta informacié sobre aquest tema i un algorisme
per generar aquests codis.

Com a aplicacié curiosa en un altre context, podem pensar en les
lletres de I'abecedari, amb m = 28 caracters (incloent-hi la ¢ i la [1);
hi afegim un caracter addicional per separar paraules. Ara pensem en
totes les frases que incloguin n caracters: n’hi ha 29". Evidentment,
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moltes d’aquestes frases no tindran significat. El que diu el resultat
anterior, que esta implementat en els codificadors absoluts, és que hi
ha un llibre en catala, amb 29" caracters, dins el qual es pot llegir
qualsevol frase possible, tingui sentit o no, i és el més curt possible
amb aquesta propietat.

Acabo amb un problema per als companys de la Seccié Filologica:
si ens ocupem només de frases amb sentit, i convenim que n = 200 és
la longitud maxima d’una frase en catala que es pot pronunciar sense
respirar, quina és la longitud minima del diccionari universal catala
dins el qual es pot llegir qualsevol frase?
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